Estudos da Mecanica Ocular
| - Sistemas de Definicao das Rotacdes Oculares (*)

Harley E. A. Bicas **

O estudo dos movimentos oculares, em-
bora sua extensa aplicabilidade na rotina of-
talmoldgica, carece ainda de compreensao
em varios pontos, a comegar de suas bases.
Decorrentemente, mesmo abordagens ‘sim-
ples” como descrigdes pictdéricas dos movi-
mentos oculares, ou andlises matematicas,
implicam em problemas conceituais, nem
sempre devidamente considerados, o que di-
ficulta a compreensao e comparacao de di-
ferentes publicagdes. Em outras palavras,
qualquer andlise de rotacGes oculares, ou até
referéncias comuns a movimentos a posi¢des
tercidrias correspondem necessariamente a
um sistema de definigdo dos deslocamentos.
Assim, a localizacao de um ponto ‘“20° em
aducao e 20° acima (do plano horizontal)”
nao tem significado geométrico preciso, ao
contrario do que se poderia inicialmente
pensar.

De fato, rotacdes sao definidas em torno
de eixos e no caso do olho estes tanto podem
ser orbitdarios (fixos) ou oculares (moveis).
Dependendo portanto do sistema escolhido,
um ponto no espago (o de fixacao, por exem-
prlo) pode ser caracterizado de varias for-

mas.

(b)

EIXOS ORBITARIOS E OCULARES

Qualquer rotagao do olho pode ser ana-
lisada em trés componentes, ou seja, em tor-
no de eixos referenciais ortogonais: um ho-
rizontal transversal (ou ldatero-medial), um
horizontal longitudinal (ou antero-posterior)
e um vertical, sendo eles orbitdrios, fixos
(respectivamente X, Y, Z) ou oculares, mé-
veis (respectivamente X, Y, Z,)). RotagGes
horizontais (h) serao medidas em torno de
um eixo vertical (Z ou Z ), as verticais (v)
em torno de um eixo litero-medial (X ou X,)
e as torcionais (t) em torno de um eixo an-
tero-posterior (Y ou Y,).

Uma descrigao pictérica dos diferentes
modos de definir as rotagdes oculares € apre-
sentada para angulos medidos em torno de
eixos orbitarios (fig. 1 a, b, ¢) e eixos ocula-
res (fig. 2 a, b, ¢).

ORDEM DAS ROTACOES

Suponhamos que duas rotagdes sucessi-
vas de 90° sejam feitas: uma h, em torno de
Z, e outra v, em torno de X, (Figura 3).

Assim, dependendo da ordem em que
elas sao consideradas. o resultado final (fig.
3 ¢ e ¢’) serda completamente diferente. Na
verdade, 0 olho nao segue um compromisso

(c)

Fig. 1 — Rotagdes oculares e medi¢des angulares definidas em torno de eixos orbitdrios, fixos: a) verticais (v), am
torno do eixo X (= LM); b) horizontais (h), em torno do eixo Z (= SI); c¢) torcionais (t) em torno do ¢ixo Y

(antero-posterior).
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Fig. 2 — Rotagdes oculares e medigdes angulares definidas em torno de eixos oculares, mdveis: a) verticais (v), em

torno do eixo Xo (= LM ...L'M’) (note-se que essa figura pode ser entendida também da 1 b, com angulos v
formados por P:CP — A:CA) b) horizontais (h), em torno do eixo Zo (= SI...S’'I’) (esta figura pode também ser
entendida em 1 a, com &ngulos h formados por ACAz = PCP:); c¢) torcionais, em torno do eixo Yo (antero-pcs-
terior, AP).
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Fig. 3 — Composicdo de rotagées oculares: de uma posicdo inicial (a) ocorre primeiramente uma rotacdo h,

em torno de Zo, conduzindo o olho a uma posicdo intermediaria (b) e desta a rotacdo v em torno do eixo Xo leva-o
a posigcdo final (c). Partindo-se da mesma posicdo inicial, mas comegando-se com a rotagcdo v (a’) chega-se
a posicdo intermedidria (b’) da qual agora a rotacdo h leva o olho a situagdo final (c’). Note-se que as po-
sicbes dos polos anterior (A), nasal (N) e superior (S) sa@o inteiramente distintas em c e c’, apesar das rotacoss
h e v terem sido feitas a partir da mesma posigdo inicial (a = a’) e definidas em torno dos mesmos eixos ocu-
lares moveis (respectivamente Zo e Xo).

pré-estabelecido na ordem das rotagoes e elas
podem ser combinadas cronologicamente vin-
do primeiro h e depois v, ou vice-versa. Qual
pois o significado de uma rotacao em que
h = 90°e v = 90°?

Realmente nao € a ordem cronolégica
das rotagdes (primeiro h depois v, ou vice-
versa) que determina a posi¢ao final de A,
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conforme sugere a figura 3, mas a forma em
que as rotagdes sao definidas. No primeiro
caso, 0 mesmo resultado pode ser obtido, se
h for definida em torno de um eixo orbitario
(fixo) e no segundo se v também for defini-
da em torno de um eixo orbitario (fixo), in-
dependentemente da ordem cronolégica em
que as rotacOes sao feitas (fig. 4).
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Fig. 4 — Composicao de rotagdes oculares:

(c)

(¢")

inicial (a’) ocorre primeiramente uma rotacdo h em

torno de Z, conduzindo o olho a uma posi¢ao intermedidria (b’) e desta a rotacdo v em torno do eixo X leva-o a

posigéo final (c’). Note-se que a sequéncia posicional

da mesma posi¢do inicial, mas comegando-se com a rotagdo v (a), chega-se & posigao

agora a rotacdo h, definida em torno do eixo Z, leva o olho & situagdo final (c).
Aqui, também, as posigées dos polos anterior (A), nasal (N) e superior

responde na figura anterior a a’, b, c.

corresponde, na figura anterior, a a, b e c’.

Partindo-se
intermedidria (b) da qual
A sequéncia posicional cor-

(S) sao inteiramente distintas em ¢ e ¢’, apesar das rotacoes h e v terem sido feitas a partir da mesma posi-
cdo inicial (@ = a’) e definidas em torno dos mesmos eixos fixos (respectivamente Z e X).

Desse modo, agora se pode ver que a
partir da posigao inicial tanto faz permitir-se
a seqiiéncia h e v (figuras 3 a, b, ¢) como a
v e h (figuras 4 a, b, ¢): o resultado final é
o mesmo. Entretanto diferente de outro es-
tado final (fig. 3 ¢', igual a 4 ¢’) que também
pode resultar da mesma posicao inicial atra-
vés da seqiiéncia de rotacoes v e h (figuras
3a, b, c)ouhev (figuras 4 a’, b’, ).

Sao portanto dois sistemas absolutamen-
te distintos de conceituag¢dao: um define h
em torno de um eixo fixo e v em torno de
um eixo movel; o outro inverte as premissas:
v € medido em torno de um eixo fixo e h con-
siderado em torno de um eixo moével. O pri-
meiro (fig. 3 a, b, ¢ ou fig. 4 a, b, ¢, eixo fixo
para a medida de h e modvel para a de v) é
chamado ‘“‘sistema de Fick”. O segundo (fig. 3
a’, b, ¢ ou fig. 4 a’, b’, ¢’ eixo fixo para a
medida de v e mével para de h) é chamado
“sistema de Helmholtz”.

Em outras palavras, FICK (1854) definiu
os angulos de rotagcao como h (longitude)
em torno de um eixo Z, fixo (orbitdrio) e v
(latitude) em torno de um eixo X, mdvel
(ocular). HELMHOLTZ (1910) considerou ro-
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tacoes h (azimute) como ocorrendo em tor-
no de um eixo Z, mdvel (ocular) e v (ele-
vacdao) em torno de um eixo X, fixo (orbita-
rio). A aparente dependéncia da ordem cro-
noldgica das rotagbes decorre de que na po-
sigao inicial os eixos oculares e os orbitarios
sao coincidentes.

Do ponto de vista matematico, a andlise
das rotagdes pode ser estabelecida pela mul-
tiplicacio de matrizes que definem as rota-
¢oes h, isto : (M,) e v, isto & (M,). A re-
lagdo entre a posicdo inicial de um ponto
(P,) na superficie do olho e a posicdo final
desse mesmo ponto (P;) apés as rotacdes
h e v serd definida:

a) No sistema de Fick por:
M,) (M) (P) = (P,l)

b) No sistema de Helmholtz por:
M) (M) (P) = (P,Z)

E como o produto de matrizes nao €
comutativo, ou seja: (M,) (M,) = (M)
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(M,), resulta que (P;) serd completamente
diferente de (Py,).

Ao se considerar a possibilidade de ro-
tacao t em torno do eixo antero-posterior,
veritica-se portanto a existéncia de seis dife-

rentes ailternativas para definir rotagées ocu-
lares:

M) (M) (M) = (M)

M) (Mp (M) = (M)
M, (M) (M) = (M,)
M) (My) (M) = (M,)
(M,) (M) (M) = (M)
M) (M) (Mp = (M)

onde M, € o sistema de Fick e M; o de
Helmholtz. E se:

{ cos h sen h 0
M,) = -sen h cos h 0
L 0 0 1 i
( 1 0 0
M, = 0 cos V sen v
0 -sen Vv cos V_J
[~ cos t 0 -sen t ]
(M) = 0 1 0
| sen t 0 cos t |
resulta,
A—-B C+D E
M, = ( F G H ]
| I+J K—L N
[ A+B —F J—I
M, = D—C G K+L ]
| —E —H N
em que:
A = costcosh
B = sentsenvsenh
C = costsenh
D = sent sen vcosh
E = -sen t cos v
F = -cos v sen h
G = cosvcosh
H = senv
I =sentcosh
J = costsenvsenh
K = sentsenh
L = costsenvcosh
N = costcosv
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A C P A
M, = D+F B+G Q t
R+S T-U N
A D-F S—R
M, = —C G—B U+T
—P -Q N
em que
P = =sent
Q = cos tsenv
R = sent cos v cos h
S = senvsenh
T = sent cos v sen h
U= senvcosh
- A V+X J+E °
3 = -Y G U
I T-Q B+N
T A Y —1I B
M; = X-V G T+Q
J-E —-U N—-B _
em que:
V = cos t cos v sen h

X —=sent sen v
Y =sen h

CORRESPONDENCIA ESPACIAL DA
ROTACAO OCULAR

A localizacao de qualquer ponto da su-
perficie de uma esfera pode ser projetada a
partir do seu centro numa outra superficie,
havendo decorrentemente uma relacao das
coordenadas entre ambas. A relacao sera
exata (as coordenadas de um ponto signifi-
cando as coordenadas na superficie de pro-
jecao) se esta também for uma esfera con-
céntrica aquela. Nos casos de projecdo em
uma superficie plana, apenas parte da es-
fera sera representada, ou seja, sua face que
fica voltada para a tela.

A relacao linear entre os pontos da tela
guarda com as relac¢des angulares da esfera
uma funcao tangente (dai o nome de ‘“telas
tangentes”). De fato, na figura 5 a distan-
cia A’B’ (projecao do arco AB) depende da
distancia entre a tela e a superficie da es-
fera (d = A’A), do raio da esfera (r = AR)
e da angulacdo « correspondente ao arco
AB; sendo d e r constantes, pode-se dizer
que os arcos dessa esfera sdo projetados na
tela segundo uma “escala tangente”.

Note-se que os arcos do equador, de
quaisquer meridianos e genericamente de to-
do “circulo mdximo” (ou seja, aquele com
diametro igual ao do equador) serao repre-
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sentados nessa tela por linhas retas. Em
contraposi¢ao outros circulos, paralelos aos
primeiros ou nao, mas possuindo didmetros
menores que o do equador (“pequenos cir-
culos”) serao representados por segmentos
de pardbolas (fig. 6).

Fig. 5 — Relag@o entre medidas angulares de uma esfera
(olhuy e lineares de um plano (tela tangente) note-se
que a partir de R, mesmos arcos (AB = BC = CD)
dao projegdes cujos intervalos sao crescentes (A'B’ <B’C’
<C'D’) conforme uma escala de tangentes.

Considerando-se entao apenas as varia-
coes de h ou v, a escala angular desses pa-
rametros numa tela tangente varia de acor-
do com o sistema usado para defini-las (figs.
7 e 8).

Entao, como paralelas ao equador sao
caracterizadas por linhas “curvas” na proje-
cao (e.g., arco CDE, figura 6), também ro-
tagdes horizontais em torno de um eixo ver-
tical fixo (orbitario, fig. 1 b, como no sis-
tema de Fick) serao representadas por es-
sas mesmas linhas (gréficos G, e G, figu-
ra 7), enquanto rotagdes horizontais em tor-
no de um eixo vertical mével (ou ocular, co-
mo no sistema de Helmholtz) serao sempre
representadas por um ‘“circulo maximo” (fig.
2 b) e consequentemente por linhas retas
na projecdo (graficos G, e G, fig. 7). O
mesmo raciocinio se emprega para as me-
digdes e ou rotacdOes verticais: se tomadas
em torno de um eixo fixo (ou orbitdrio, co-
mo no sistema de Helmholtz, fig. 1 a) as li-
nhas serdao curvas (graficos G, e G,), en-
quanto as definidas em torno de um eixo
movel (ou ocular, como no sistema de Fick,
fig 2 a) serdo retas (graficos G, e G,). Em
sintese, o sistema de defini¢gao adotado por
Fick corresponderd ao griafico G,;, o de
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Helmholtz ao G,, um em que h e v se defi-
nem em torno de eixos fixos (orbitdrios)
por G, e o em torno de eixos moéveis (ocu-
lares) por G,.

Esse tipo de proje¢ao (chamada cen-
tral ou gnomonica) é entretanto inconvenien-
te no que diz respeito a avaliagao da ‘“fal-
sa” tor¢ao, ou seja, da inclinagao com que a
horizontal e a vertical objetivas, na retina,
sao projetadas no espago. Para contornar
esse problema, € adotado um outro tipo de
projecao (chamada ocipital ou estereografi-
ca). A projecao aqui é feita a partir do
“polo ocipital”, que é o antipoda ao ponto
em que a superficie plana de projeg¢ao (“tela
tangente”) tangencia uma esfera imaginaria
concéntrica ao olho. Em outros termos, se a
distancia do centro de rotagdo a tela tan-
gente € k, a distancia do polo ocipital ao
centro de rotacao sera também k e portanto
do polo ocipital a tela tangente 2 k, na mes-
ma linha (figs. 9 e 10). (Para maiores de-
talhes veja HELMHOLTZ, 1910).

Nesse caso, arcos de circulos mdximos,
isto €, meridianos e outras curvas, cujos
comprimentos sao iguais ao do equador e
que passam pelo ponto A (polo anterior)
sdo representadas na proje¢ao plana (este-
reograficas) por segmentos de linhas retas.
Também serao representadas como linhas
retas as projecoes de curvas chamadas ‘“di-
rection circles” por Helmholtz e que sao aque-
las contidas em planos passando pelo polo
ocipital (fig. 10). Essas linhas fazem com
as “horizontais objetivas” (circulos maximos
contendo o eixo X) e ou com as “verticais
objetivas” (circulos mdximos contendo o
eixo Z), angulos correspondentes a ‘“falsa”
torcao. (Para revisao mais completa desse
assunto, veja BOEDER, 1957). De fato, as
projecoes dessas linhas mostrarao as posi-
cOes ideais (esperadas) para as pdés-imagens
horizontais e ou verticais; de onde se pode,
através delas, medir uma eventual inclinagao
“real”.

Note-se que arcos de ‘“pequenos circu-
los” darao segmentos de hipérbolas, assim
como arcos de circulos mdaximos que nao
passem pelo polo anterior. Um caso espe-
cial é o dos circulos centrados no eixo Y,
que serao representados por arcos de circu-
los na projegao estereografica.

A representacao das convencbes adota-
das para avaliagcao das medidas de h e v,
em torno de eixos moveis e ou fixos para
a projecao estereografica, é feita na figura
11; e a relacao com as anteriores (fig. 7, pro-
jecdo central) é a de que G/, G, G;, G
correspondem respectivamente a G,, G,, G,
e G,

Em suma, ha varios modos de se rela-
cionar angulos (deslocamentos, desvios, etc.)
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Fig. 6 — Linhas da superficie de uma esfera e suas projecbes num plano frontal (a partir
do centro da esfera, R). Todo arco de um circulo mdximo (isto é, com diametro igual ao
da esfera) d4 como projecio uma linha reta; exemplo: os arcos AB (equatorial), AD e BC
(ao longo de meridianos), FG, etc., ddo as projegbes A’B’, A’D’, B'C’, F'G’, etc. Arcos de
circulos menores dardo segmentos de pardbolas; exemplo o CDE (correspondente a um
circulo de latitude) dard a curva C'D'E’ que é uma secgdo cOnica paralela & geratriz (per-
pendicular &4 base, portanto um segmento de pardbola) como se vé facilmente da figura.
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Fig. 7T — RotagGes desenvolvidas em torno de eixos md-
veis (ou oculares) sempre desenvolverao arcos de cfircu-
los mdximos (figs. 2 a, 2 b), cujas projecoes num plano
corresponderdao portanto a linhas retas (Gs). Rotacges
desenvolvidas em torno de eixos fixos (ou orbitdrios)
sempre desenvolverdo arcos de circulos menores (figs.
1 a, 1 b), cujas projegbes num plano tangente serao
correspondentes a linhas curvas (Gi). As escalas das
rotagdes horizontais desenvolvidas em torno de um eixo
fixo e das verticais em torno de um eixo mével (sis-
tema de Fick) serao entdao correspondentes a8 Gs, enquanto
as escalas das rotagées horizontais ocorrendo em torno
de um eixo mével e das verticais em torno de um fixo
(sistema de Helmholtz) relacionar-se-do a Ge.
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Fig. 8 — Relagdo das projecoes de pontos Pi...Ps, to-
dos correspondentes as mesmas coordenadas h = 30°,
v = 30°. Elas sdo representadas em diferentes pontos
do espago de acordo com o sistema adotado para defi-
nicdo dos par@metros (cf. figura 7).

numa tela tangente, dependendo da defini¢ao
que se toma para avaliagdao dos mesmos (em
torno de eixos mdéveis ou de fixos) e do tipo
de projecao (gnomodnica ou estereografica)
adotada. Se se tem interesse por medir a

torcao, a projecao estereografica €, sem du-
vida, mais aconselhdvel. Com respeito as
medidas dos angulos, nem o sistema de Fick
nem o de Helmholtz sdo inteiramente satis-
fatorios (ja4 que a escala para um dos eixos
difere da do outro) e assim sobram as con-
vencgoes ‘‘coerentes”. Nestas (graficos G, e
G, na figura 7 e G,/ e G, na figura 11),
iguais valores para h e v sempre correspon-
derao a mesma diregao p = 45°. Nos outros
sistemas, o valor angular da dire¢ao p mu-
dard, mesmo que h e v se mantenham iguais.
Por exemplo, no sistema de Fick (angulos
definidos pelas figuras 1 be 2 a), p = 45°
26’ (para h = v = 10°), p = 49° 06’ (para
h=v=230)ep =57°16" (para h = v = 50°).

Assim G’ e G, (fig. 11) s@o graficos ori-
ginados de convengdes ‘‘coerentes”, com a
vantagem de permitir a medida mais fdcil
da torg¢do ocular. De ambos, G, (seguindo
a convenciao da medida angular de h e v
em torno de eixos mdveis, oculares (figs. 2
a e 2 b) parece melhor que G, (seguindo a
conven¢ao da medida de h e v em torno de
eix0s fixos, figs. 1 a e 1 b) em alguns aspec-
tos: nesse sistema (G,’) mesmos deslocamen-
tos nao s6 correspondem a mesmos angulos,
como também a mesmos arcos de circulo
descrito. J4 para a convencao de medidas
em torno de eixos fixos, mesmos angulos se
relacionam com diferentes arcos (fig. 1).
Além disso, ao se considerar deslocamentos

Fig. 9 — Representagio de linhas da superficie de uma esfera e suas respectivas projecdes num plano, a partu
de um ponto 0 (‘‘polo ocipital’’) cuja distdncia ao centro da esfera (R) €é igual & deste ao plano ©OR = AR).
(Veja fig. 10).
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Fig. 10 — Seccdo horizontal de uma esfera, mostrando
relacdes geométricas numa projegdo ocipital: como
OR = ﬁ': resulta que AM = 2 MR. Notese que o
comprimento da proje¢do € inversamente proporcional &
distdncia OR (¢ A’M’' — MR apenas para O no infinito).
O limite da projecdo no plano considerado é dado por
um outro que lhe é paralelo, passando pela esfera em

2. Um terceiro plano, também paralelo aos dois an-
teriores e simétrico ao da secgdo X:X: em relacdo ao
centro da esfera (R), passa pelos pontos X3 e Xi. Ob-
viamente, os arcos originados pelas secgées em K. e
em XaX« sdo idénticos, embora suas projecoes sejam
diferentes. Linhas retas na projecdo seréo originadas de
secgdes obliquas da esfera, passando por O (chamadas
‘‘direction circles’”, e.g., secgdo KJ), além das que pas-
sam por A e R (e.g., a AP, vertical a LM, horizontal
e outras radiais). Jd o arco de circulo m&dximo pas-
sando por L e M numa seccdo vertical, dard uma pro-
jecdo circular.

oculares num experimento eletro-oculografi-
co, por exemplo, os registros sao dependen-
tes do arco descrito, interessando entao o
sistema de medidas em torno de eixos mdé-
veis (*). E de se notar, todavia, que a es-
cala G, é mais difundida (v.g, telas de
Hess).

(*) O eixo eletro-oculogrdfico depende do posiciona-
mento dos eletrodos e €é portanto fixo. Convém,
portanto, que o sistema adotado para definir des-
locamentos, também seja feito sobre planos (eixos)
que girem em torno desse eixo fixo (0o que é fécil
visualizar nas figs. 1 b ou 2 a para movimentos
verticais e 1 a ou 2 b para horizontais), ou seja,
em torno de eixos mdveis (oculares).
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G's G'a

Fig. 11 — Projecdo estereogrdfica de angulos horizontais
considerados em torno de um eixo orbitdrio, fixo (grd-
ficos Gi' e Gs’) ou em torno de eixo ocular, mével
(grédficos G:’ e G4’); e de angulos verticais considerados
em torno de um eixo orbitério, fixo (graficos G’ e Gz'),
ou em torno de um eixo ocular, mével (grificos Gz’ e
G¢'). Assim, o sistema de Fick corresponde a G:' e 0
de Helmholtz a G2’

RESUMO

As vidrias formas de definicio das rotagées ocula-
res sdo apresentadas. A seguir, consideradas projecées
planas (a gnomdnica e a estereogrdfica) das coordena-
das de deslocamentos horizontais e verticais conforme
elas sejam conceituadas em torno de eixos orbitdrios
(fixos) e ou oculares (moéveis).

SUMMARY

The several models for defining ocular rotations
are presented. Subsequently, some plane (the gnomonic
and the stereographic) projections for horizontal and
vertical displacements are considered, accordingly they
are defined around orbital (fixed) and or ocular (mo-
vable) axes.
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